STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

ZW 1950-009

Een stelling van Petr uit de getallentheorie

"Actualiteiten"




Rapport Z.T. - 1950-009.

Voordracht door C. Schogt in de serie
Actualiteiten op 29 April 1950.

Fen stelling van Petr uit de getallentheorie.

De volgende stelling is door K. Petr afgeleid:
Is D een natuurlijk getal, geen quadraat, dan heeft van het stelsel
vergelijkingens:
(1) D1u2 - D, vZ = e,
waarbij‘?D1 en D, alle mogelijke matuurlijke getallen doorlopen, zodat
D1D2= D enﬁD1<:D2, en e telkens de waarden 1, -1, 2, -2 doorloopt, be-
halve voor Dfx 1, waarvoor de waarde e = 1 uitgesloten is, één en

slechts é&n vergelijking een ovlossing in natuu.lijke getallen u, v,
waarvoor geldt:
(2) (w,3) = (v,3y) = 1.
(Door (a,b) wordt de g.g.d. van a en b aangeduid).

Deze stelling is een gevolg van de volgende bekende stelling uit
de getallentheories
Voor elk natuurlijk getal D, dat geen queadraat is, is de vergelijking
van Pell:

x2 ».Dy2 =1

in natuurlijke getallen oplosbaar.

Petr heeft zijn stelling bewezen met behulp van de kettingbreuk-
ontwikkeling van VEE (éasopis pro pestovani matematiky a fysiky, Praag
1927, blz. 57).

Het bewijs, dat hier gegeven zal worden, is afkomstig van S. Tu-

belski,

AOnder een integriteitsgebied verstaat men een verzameling elemen-—

ten met de volgende eigenschapnent

1. aan twee elementen a en b is eenduidig toegevoegd een element
a + b, de somyen een element a b, het product.

2. {a+b)+ c = a + (b+c). '

3. a+ b =D + a.

4. bij ayen b is steeds een element x te vinden, zodat a + X = b.

5. (ab)e = a(be).

6. ab = ba.

7. al(b+c)= ab + ac.
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Uit 1, 2, 3, 4 volgt, dat de verzameling t.o.v. de optelling
een commutatieve groep is. Hieruit volgt:
Er is één en slechts é8n nulelement O met de eigenschap, dat
a 4+ 0 = a voor iedere a. Bij ieder element a behoort &&n en slechts
één tegengestelde -a, zodat -a + a = O.
| De aftrekking is eenduidig, d.w.z. er is bij gegeven a en b
slechts één element x, waarvoor a + x = b, n.l. =—a + b. We noemen
X het verschil van b en a; we schrijven x =b - a. -
We kunnen nu bewijzen dat a O = O voor iedere a:

a0 a (0 + 0)= a0 + a0
en a0 a0+ 0

]

Uit de eenduidigheid van de aftrekking volgt dus, dat a0 = O.
Voor een integriteitsgebied moeten nu verder nog de volgende
eigenschappen gelden:
8, Er is tenminste één van 0 verschillend element.
9. Uit a b = ac en a$ 0 volgt b = c.

Deling door een van O verschillend element is, indien mogelijk,

o

eenduidig. Is 4@ = ab en a4 0, dan schrijven we b = . Men noemt a
een deler van d. |

Van belang is de volgende stelling:
Is I een integriteitsgebied en J een deelverzameling van I, die ten
minste één van O verschillend element bevat en met a en b ook hun ver-
schil en hun product bevat, dan is J t.0.v. optelling en vermenigvul-

diging in I weer een integriteitsgebied.

Bewijss J bevat een element a en dus ook a - a = 0. Met een element b
bevat J dus ook het tegengestelde - b = 0 - b, Met a en b bevat J dus
de soma + b = a - (~b)y. Dat J aan de eigenschappen van een integri-
teitsgebied voldoet, is dan duidelijk.

Van bijzonder belang zijn integriteitsgebieden met een eenelement.
Een element e is eenelement, als voor iedere a géldt, dat ea = a.

Een integriteitsgebied heeft ten hoogste één eenelement. Geldt
n.l. voor iedere a, dat ea = e'a = a, dan geldt dit dus ook voor een
van O verschillende a; uit de eenduidigheid van de deling door een
van O verschillend element volgt dan e = e'. Is ea = a voor zeker van
0 verschillend element a, dan is e eenelement. Voor een willekeurig
element b geldt n.1l. (be)a = b{ea)= ba; uit de eenduidigheid van de
deling door a volgt dan be b.

We zullen nu eenheden definiéren in een integriteitsgebied met
eenelement. Onder een eenheid verstaat men een deler van het eenelemens
Ieder integriteitsgebied met eenelement heeft ten minste één eenheid,
n,1l. het eenelement zelf.

]
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Is e het eenelement, ¢ een eenheid, dan noemen we % het inverse
element van €, geschreven £ . '

Nu geldt de volgende stelling:

In een integriteitsgebied I met een eenelement vormen de eerheden een
commutatieve groep t,0.v. de vermenigvuldiging.

De vermenigvuldiging van eenheden is n.l. associatief en commu-
tatief., Onder de eenheden komt het eenelement van I voor, dat ook een-
element is voor de vermenigvuldiging van de eenheden. Bij iedere een-
heid behoort een inverse eenheid. We moeten nu nog aantonen, dat het
product van twee eenheden weer een ecrheid is. Dat is ook gemakkelijk
in te zien. Bij het product van twee eenheden behoort n.l. als invers
element het product van de inversen der factoren. Het product is dus
ook een eenheid.

Hiermee is aangetoond, dat de eenheden t.o0.v. de vermenigvuldigin:
een commutatieve groep vormen. |

Heeft ieder van O verschillend element een invers, dan is deling
door een van O verschillend element steeds mogelijk en hebben we een
lichaam. Is omgekeerd deling door een van O verschillend element steed:
mogelijk, dan is er een eenclement en heeft ieder van O verschillend
element een invers.

2ij D een natuurlijk getal, dat geen quadraat is. We beschouwen
mu de verzameling G[\fﬂ ;, bestaande uit de getallen ayt a, D, waarin
a, en a, gehele rationale getallen. G[\[]S is een deelverzameling van hcw
lichaam van de reéle getallen, die mt de getallen o(en{a ook -R
en o(,} bevat en zeker een van O verschillend getal bevat, is dus een
integriteitsgebied, en wel een integriteitsgebied met een eenelement,
want het getal 1 behoort er toe.

Is o« = aq + ap {D, waarin a4 en ao gehele ratiomle getallen, dan
verstaat men onder het geconjugeerde getal &« het getal ay = azvab Nu ,
Zijn « + en @& gehele rationale getallen. Het is ook duidelijk, dat

&T{;: 5(--!-(_3 en&?:&ﬁ,
S“t:elllgg G[r} bevat een getal £ , groter dan 1, zodat de getallen
hcal z-; , waarin n de gehele rationale getallen doorloopt, juist alle een-—
heden van G[ ﬁ]zxgn.

-1
Bewijss Neem aan, dat o een eenheid is. Zij o = ? Uit o(g) = 1 volgt

nu ® = 1. Dus: (R )(g\) ¢ )= 1. Hier zijn bei'de factqren gg?ele
ratlonale getallen., Dus of d = 1 of o A = -1. Dan is dus & = & of

= -« |
Uit de oplosbaarheid van de vergelijking van Pell volgt het be

staan in G[ ﬁ]van een eenheid, die groter dan 1 is.
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2 2

- Dy~ =1, wanrin x en y matuurlijke getallen. Dus:
(x + y\«‘ri)(x -y VD)= 1.
X +y 1,[.1?) is dus ecnheid en x + y ‘V”“ﬁ\l, Zij o = aq + «12{5’ wanrin

a4 ¢n aop gcehele rationale getallen, een ecnheid, groter dan 1. Dan
zijn 24 en a, positief,

Immers x

Daar % > 1 is, is immers 0<d '< 1, Is &= of , dan is dus:
0< & ~o= « -& = 28,| D. Dus: a, » O.

Dan is verder: a = o + QQV D= o '+ as
dan ist 0< of - of '=o(+d = 2 a4+ Dus: a4 > O. Dan is ook:
O~<C><'+a1—-0< + o= 12VI) Dus: mp > O.

Zij m een eenheid, M > 1. Opdat de cenheid o = Aq+ :12\, D tussen
1 en 9 ligt, is nu noodzakelijk, dat 0 < aq<”m en 0 < ap<n. Er kun-
nen dus slechts eindig veel ecnheden tussen 1 en gl liggen. Er is dus
ecn kleinste eenheid, die groter dan 1 is. Dezc noemen we & . Het is
duidelijk, dat alle getallen i‘a“ , waarin n de gehele rationnle ge-
tallen doorloopt, cenheden zijn.

Nuis: 1 <é&<é& <ed< | .. ..
&ij T weer en ecnheid, groter dan 1. Er zijn slechts cindig veel eon
heden tussen 1 en '11 « Br is dus een natuurlijhc getal n, zodat:

Ens ’(‘( < E’M—!
Dan is: 1 = 3; <& .
—3—,,; is weer cen ecnheid. Daar er tussen 1 en & geen eenheden zijn,
is dus 3.& = 1, dus 'xz=£“ .
& -

Is & een eenheid, waarvoor 0 < < 1 geldt, danis ¢ > 1l en
dus g'l = &¢" , waarin n ecn natuurlijk getal. Dus: § =& ™

Daar 1 = ¢&° , is dus iedere pos. ecnheid een macht van & . Ben
neg. cenheid is het tegengestelde van cen pos. eenheid, dus van econ

R

macht van g , Hiermee is de stelling bewezen,
Nu komt het bewijs van de stelling van Petr:
I. We bewijzen eerst, dat ten minste &&n van de vergelijkingen (1) in
natuurlijk getallen oplosbanr is, die voldoen aan (2). De vergelijking
X =Dy =1 1is in natuurlijkc getallen oplosbanr. .
Zij w de kleinst mogelijke natuurlijke waarde voor y, 1 de bijbe-

horende wasrde voor x. Nu is:
2 2
t -Dw =1
2

2
T -1 = I)w2
(++1)(t-1)= Dw .
t+1l en t-1 hebben geen gemcenschappelijke priemfactoren, behalve even-

tueel &én factor 2. Van de priemfactoren van w wordt dus ten hoogste
één factor 2 over beide factoren t + 1 en t - 1 verdeeld. Dan is dust
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a 2

t+1=2 D%V»}

(3) a 2
t - 1= 2 D'2v2

waarin a =0 of a= 14 q ID2, V4 Vo natuurlijke getallen, zodat
D‘l I)2 =D en 2av1 v2~ w, Nu is:
2 = 2 (D'l vi Dg v2)
Daar D geen quadraat is, zijn D1 en Dé verschillend. Het kleinste va-

deze twee getallen noemen we nu Dy, het grootste Dy, Dan is:
2

D1u2:-D2v= e ,
waarin e = 1, »1, 2 of -2; u en v zijn de getallen vq en vo.

Dezmogelijkheid 4= 1, e = 1 is uitgesloten. In dat geval zou
u ~ Dv =1 zijn, waarin 2 u v = w, dus v< w. Daar w de kleinste
natuurlijke waarde voor y in de vergelijking x2~ Iw'2==1 is, is dit
onmogelijk,

Hiermee is de oplosbaarheid van een van de vergelijkingen (1) ir
natuurlijke getallen aangetoond. Nu moet nog bewezen worden, dat bi}]
geschikte keuze aan (2) voldaan is. Is aan (2) niet voldaan, dan moe-

lel= 2 zijn en (u,Ié)— 2 of (v,Dy)= 2. In (3) is dan & = O en
(v D')- of (VQ,D )= 2. Laat aan (3) voldaan zijn door:

a=0, D =4, D =

1 5 2 V4T Wy V=W, waarbij (W,l ,Al_)r- 2 of
X (W‘Z, Ai )= 20
zij (wq, 4,)= 2. We voeren dan in:
A,'—’-’ 2 A; » AL’-‘ %AL ’ ;1 = %W»} 4
. 2 5 -2
Nu ist t + 1= A,w1=2A,w%
, 2 —
t - 1= Alw2~2Alw2
A1A1= A,L\l =D,2V~V”1W2=W1W2=Wa

Aan (3) is dus ook voldaan doors:
I _ =T I o= —
a=1, Dy =8, D=4, , vy=Wq, Vo= W .
Ook als (wy,A,)= 2, is aan (3) te voldoen met a = 1. Uit a = 1 volgt

oﬁmiddellijk, dat ie’ 1 en dat dus aan (2) voldaan is. Bij geschlk‘tp
keuze is dus steeds aan (2) voldaan.

IT. Alle eenheden van G[ VT)] kunnén worden voorgesteld door + g™ .
Nuis t + w V?J zo'n eenheid, die groter dan 1 is. Dus
t +w \/5 a% y Wwaarin g een natuurlijk getal,
Laat de na.tuurll%ke geta’len ', w'nu een Wlllekeurlge oplossirr
van de vergelijking x =D y = 1 vormem
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Dan ist + +w (D =€&
waarin h weer een natuurlijk getal. Zij 4 = (g,h). De getallentheorie

leert ons, dat er dan twee gehele rationale getallen 2 en b zijn, zo~-
dat d = g a + h b,

2ij é =T + W V
Daar &d'> 1 is, z:LJnTen W positief. -Nu is:
3 1] b
7+ w\D (*c+w\/7)) (t+w\/—)
Dan is: T-wvrig=(t-w\/1>) ('t—w V':B
Dust L L

i

T, W voldoet dus aan de vergelijking van Pell.
Nu is 4 = g, dus T + Wﬁ = t + wVE. Dan moet T=t en Ww zijn.

w is de kleinste natuurlijke waarde voor y in de vergelijking van Pelil,

dus W= we Dan is T =1 en dus d = g. Dus g is deler van h.
Zij n een natuurlijk getal.

n
(t+wVD) =t +w,\D,

wairin 'tn en w,_ natuurlijke getallen.

ie
(t—w\ﬁ)) ~wn\/5
2 2
Dus: t, =D wJﬂ - (4 -Dw)P=

t W, vormen dus een oplossing van de vergelijking van Pell.

n?
We krlggen zo alle oploss1ngen. Gaan we uit van eexg willekeurige
oplossing t' , w', dan is n.1l. t' f (E = (t+w )/Nf))?r , Wwaarin

% .een natuurlijk getal is, want we hebben gezien, dat g deler van

TIT. \/5;114-\/5_292 D1u2+ D2v2+2uv\/_5

Vel 39{
5
) Dy’ vy 2, D2v2+ 2 v 2»
o'
1o v 2 1438
2a:DlV'}”+ 2aD2V2+ 2 Vv ZV:E
= >

- (t+1)+(t§1)+ 2 wVD -+ + wl D

Voor ieder natuurlijk getalwm is dus:
VDyu + D, o\ T3
=ty + Wy .
le|

Beschouw nu een willekeurige vergelijking uit het stelsel (1)

en neem aan, dat deze een oplossing heeft, die voldoet aan (2):
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dlx§ - dzxg = ey, (xy,d5)= (xydq )= 1.
dyd= D, 0<4d1<d, , {eq|= 1 of Jeq] = 2,
Xy > o, x2> 0, niet dlz eq = 1.

Dan is: ( V’d;xli- \/7;2 Xz)z dlx%r d2x§+ 2 xlxa,V?
Vieyf el
et 2 &yxp+ 2 xy|D
le1]

=r+s\fm5,

I
I

waarin r en s natuurlijke getallen.
I3 YT
d,x,- \d
(\/11 \ zxz) I
| Vle4
o

Nu is: e o
2 = = / d1x1+vd2x2) . /le 1~ \'dzxz .

Viey ST
=( dl’l‘g",dzxgz)l _ (12} )1 =1 / L ; -
€1

t

r2~ Ds” = (r+s D){r-s\ D)=

i

Br is dus een natuurlijk getal n, zodat r

Dan is: (v’é‘ixl_‘_ V’E‘g’xzj ) ( VF]_“ . ﬁzv),m
Vief Viel .
’ xl e
Vapey+Vage, Jom + oy
\m m
Neem n oneven aan. Dan is:
(V D,u+\D v)'nL ru +R 0’
waarin u en v na‘buurll;;ke getallen.

n
(\ﬁsﬁn-—eb\F

waarin b

ny 8 = wy (zie II),

[}

0 voor |e| =

-I-l-'é—l— voor |e| =

b
Dus: \}"" +\/d2X _ @un+Wv

zbcf“%w OSSR TERN \fh




Stel: }el]D =Af B,‘
le 1D, =A‘2 B,
Jel d1=a’:i b,
e} 4, = a’Lzb2

waarin A1, A2, 19 132 » A4y F 1 s b2 natuurh;]ke getallen en B,} ’ B2
01, b, quadraatvrij.

(Een quadreatvrij natuurlijk getal is een natuurlijk getal, dat
door geen quadraat > 1 deelbaar is). Dan is:

2° (a 4% 4oy + 5 xp V)= hyq u, VBt 4y v VB,

Nu is: 2 2 2 MDWWW&@J
Ay Ay By By= le,‘} D, dus B, Byis geen Quadras®), dus

B1=!=BZ . Dan is: B, = Ty enB2=b2

of B =Dby, en B, = by.
b = o
Dus: 2" (ay, x, VB +ay % VB )=y wlme s g Vs,
waarin y =1, dip =2
Of 51 = 2, j.2 = 1 »

2
Daar A deler is van §e1]ZD1 y is A4 deler van Dj. Evenzo is Ap
deler b, a4 deler van d4, ap deler van & . Uit (u,Do)= (v,Dq)=
(X‘] ’d2>= (ng d1 )=1 Vclgt‘ dus (u;Ag)"’ (VyA1)= (X1 ,BQ)=(X2 184 )= 1.
Zijn D.1 en D2 beide oneven, dan zijn dus ook A en Ay beide on-
even.

b  Ram
2 a s N = A2 v, AM Wy B0ty
nor R4, e i deon oF

Zijn D“l en ID2 beide even, dan zijn, daar

. b B
Nu iss 2 ai: Xi," A,‘u

-/ n-3
w5 n n T n-2 2 ';, n-14
u, =D, * u + (X) D4 Dy u +o.o.+n Dy u v
-t a3 =2 2 L n-1
- n n n
vn__Dgl, v +(2) D22. D1v u ...+nD1 vu o,
! 'b
u g en v beide deelbaar door 2 * , dus door 2

Is Di oneven, Do, even, dan is u oneven, daar (u, Dp)= 1, en dus
’D1u2- :Dzvl-' e oneven, dus {e] = 1, dan is dus b = 0. Als D-1 even en
D, oneven is, is eveneens b = O. Y

Steeds zijn un en vy dus dogbr ~  deelbaar.

2ije U, = o° un sy V= 2 W
Dan is:  ay x; =Aquy , agx3 =8 W
We zullen nu aantonen, dat \el{ ie-{ is.

2 N
le1 17D = Jeq]Dyfea| D, Al B Az Bp= A By By By o

| le|°D = le| dl.leI d, = al bl_a2 b, = al a2 by by= 2y a5 Byl

Dus: _\elt a By = lej Ay Ao
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Is D oneven, dan zijn A 2 81’ ook oneven; het zijn immers delers
van D. Dan is fel{—gel Is D=2 (mod 4), dan is vande getallen Dl
en D, er één even, het andere oneven; hetzelfde geldt voor de getallen
d, en dy. Dan is le;l=lel = 1. Is D = 4 (mod 8), dan kunnen D, en D,
niet beide even zijn. Dan zou n.1. D, = D, = 2 (mod 4) zijn. Daar u
¢n v oneven zouden moeten zijn, zou dan Dy w’ - D, vz 0 (mod 4), wat
niet kan. Van de getallen D1 en D2 is er dus weer &&n even, het ander
cneven, en hetzelfde geldt weer voor dy en d,. Dus }el}={e{= 1.

We hebben mu nog het geval D = 0O (mod 8) te beschouwen. Zij le =
Den is (D, D2)= 2, dus:

Dl = 2 (mod 4), 132 = 0 (mod 4)
°f Dy %0 (mod 4), D, 2 (mod 4).

Neem het geval, dat D1 = 2 (mod 4) is. Daar u en v oneven zijn, is irn
Uy, de eerste term door geen hogere macht van 2 dan 2&’7 Zbdeolba Ry
'J,lle andere termen zijn door hogere machten van 2 deelbaar. In Y is
de laatste term door gecn hogere macht dan 2)2’ deelbamr, alle anderp

termen door hogere machten. Dus: (u,2 b+1) =(v Vs 2 b+l )= 2 . Dan zijn
W, en v, oneven.

Hetzelfde vindt men natuurlijk in het geval, dat D2 E 2 (mod 4)
is, Uit B Xil = ALL_LU.;1 R ail Xiz = A2 V1'1 volgt nu, dat 2 8 niet mecr

Tactoren 2 bevat dan A.l A2
Uit leg|a; a, = 2 A A, velgt dan, dat ;el} = 2 is. Taat nu gege-

ven zijn, dat §el! = 2 is. Dan is (dl,d2 )= 2. X enzx, zijn oneven.

i

Yen vindt nu op dezelfde wijze, dat |e| = 2 is.
Voor D = 0 (mod 8) is dus }el =le}= 2 of [ai}= )e[ = 1, Steeds

is dus |eg|= le| . Hieruit v?lgt ;::1 a, = A A2 . _
Neem A, > a, aan Dan is (Al’a' .)>1 (T\ ,a ) is deler van ;0

¥

]

want Al is deler van a; ®B .

Y A
Nu is: ag, 0 = / A
tAl 9 aj.’ s 1-2 iAl ’ai' 5 : 2 *
A
. . 1
Daar Ay > aj, volgt hieruit: (W ’ aiz) > 1.
Dan zou dus ook 1 .
(x1 = )>1 zijn <. ‘ <
I'aar echter (x ,a )= 1, is dus Al = . BEveneens is: A, = 8
Pan is: 2y = Al , a._L = A ,. Hieruit volg‘t 9 = Do, di.v.= D, -

e 1is.

il

We tonen nu nog aan, dat &
Nu iss (\’D‘lu+\f})2 )" ﬁui—\/D’z v, =2 (V'I-;lu;l+ D, vy )=

2 (Y& xy +Va, x,)
(v_};:iu— D2V)n r V-ngn'"zb(v’d—ixl \/:

it

i
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Dus:
(31 u2 - D vz)n

_ A2b 2 2
5 =2 (d1 xS -4, x% )

1 2 "2
n 22b

e = e

1 ®

Daar n oneven is, zijn e, en e dus beide pos. of beide neg.; daar
ie1\=le!, is dus ey = e . Kunnen we aantonen, dat n oneven moet zijn,
den is hiermee bewezen, dat slechts é&n van de vergelijkingen (1) een

cplossing in natuurlijke getallen heeft, die aan (2) voldoet.
Voor even n is:

Yayxg+ Vaox, )

Weﬂ‘ ﬁ%ﬂ + W%n v D.

Voor }ell= l?moet dus di1= g2 zijn, waarin q een natuurlijk ge=-
tal., Dan is D = q~ dix’ t%n= q Xi,’ Xiz = QW . Daar (xil,&i{)= 1 is.
ig dus q = 1. Dan is d4;= 1, d,= D, xq= t%n’ Xp = Wiy e Dus:
5y= 49%5 - dpx5 = 13, - D wg, = 1. Dit kan miet; bij dy = 1 moet
ey 7 1 zijn. Voor |eq|= 2 moet a; =2 q2 zijn.

D=2 qzdil R L

Dit is onmogelijk, want (Xi di )= 1. n moet dus oneven zijn, waarmeec
2 i

n2% bewijs voltooid is.

Hieronder volgen enige oplossingent

D Dl D2 e u v
2 1 2 -1 1 1
3 1 % -2 1 1
5 1 5 -1 2 1
6 2 3 -1 1 1
7 1 7 2 3 1
8 2 4 -2 1 1
10 1 10 -1 3 1
11 1 11 -2 3 1
12 3 4 -1 1 1
13 1 1% -1 18 5
14 2 7 1 2 1
15 3 5 -2 1 1
17 1 17 -1 4 1
18 2 9 -1 2 1
19 1 19 -2 1% 3
20 4 5 -1 1 1
21 3 7 -1 3 2
22 2 11 -1 7 3
23 1 23 2 5. 1
24 4 6 -2 1 1
26 1 26 -1 5 1
27 1 27 -2 5 1
28 4 7 1 4 3



